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ESERCIZI DI ALGEBRA SUPERIORE, A.A. 2014/2015
Esercizi per il 01/10/2014.
(1) Sia A = C[x1, . . . , xn] e δ ∈ Der(A). Mostrare che esistono f1, . . . , fn ∈ A tali che
δ =
n∑
i=1
fi
∂
∂xi
.
(2) Sia A un’algebra e δ, δ′ ∈ Der(A). Mostrare che il commutatore [δ, δ′] e` ancora una
derivazione di A.
(3) Sia V uno spazio vettoriale reale di dimensione finita, x ∈ GL(V ) e y, z ∈ End(V ).
(a) Mostrare che tr(xy) = tr(yx).
(b) Mostrare che GL(V ) e` denso in End(V ).
(c) Concludere che tr(yz) = tr(zy).
Esercizi per il 29/10/2014.
(1) In caratteristica p si considerino le matrici
x =

0 1 0 · · · 0
0 0 1
. . . · · ·
· · · . . . . . . . . . 0
0 · · · . . . 0 1
1 0 · · · 0 0

y =

0 0 0 0
0 1
. . . 0
. . . 2
. . .
0
. . .
. . . 0
0 0 0 p− 1

.
Mostrare che x ed y generano un’algebra di Lie di dimensione 2 che fornisce un
controesempio al teorema di Lie nel caso di caratteristica positiva.
(2) Sia x ∈End(Cn) l’endomorfismo rappresentato dalla matrice 2 3 30 −2 −1
0 1 0

rispetto alla base canonica di Cn. Determinare la decomposizione di Jordan-Chevalley
di x.
(3) Sia {e1, e2} una base di un C-spazio vettoriale V di dimensione 2 e sia f ∈End(V )
dato da f(e1) = e1 − e2 e f(e2) = e1 + 3e2. Determinare la decomposizione di
Jordan-Chevalley di adf ∈End(End(V )).
Esercizi per il 12/11/2014.
(1) Sia I un ideale di un’algebra di Lie semisemplice L su C. Mostrare che L e` somma
diretta di ideali semplici di L.
(2) Sia F una famiglia di sottospazi di uno spazio vettoriale V di dimensione finita,
chiusa rispetto alla somma e all’intersezione e contenente i sottospazi banali V e 0.
Mostrare che le seguenti affermazioni sono equivalenti:
• Esistono U1, . . . , Uk minimali in F \ {0} tali che V = U1 ⊕ · · · ⊕ Uk.
• Per ogni U ∈ F esiste W ∈ F tale che V = U ⊕W .
(3) Sia L un’algebra di Lie risolubile su C. Mostrare che le rappresentazioni irriducibili
di L hanno tutte dimensione 1. Mostrare che non e` vero che le rappresentazioni di
un’algebra di Lie risolubile sono completamente riducibili.
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Esercizi per il 26/11/2014.
(1) Determinare una base dell’algebra di Lie simplettica.
(2) Sia L = sl2(C). Consideriamo su C2 la rappresentazione standard di L e su L la rap-
presentazione aggiunta. Determinare la decomposizione in sottomoduli irriducibili
di C2 ⊗ L.
(3) Data una matrice x 2× 2 denotiamo con x′ la matrice 3× 3 ottenuta aggiungendo
ad x una colonna nulla a destra e una riga nulla in fondo. Poniamo, per x ∈ sl2(C
e y ∈ sl3(C), x.y = [x′, y]. Mostrare che questa operazione definisce una strut-
tura di sl2(C)-modulo su sl3(C) e determinarne la decomposizione in sottomoduli
irriducibili.
Esercizi per il 10/12/2014.
(1) Mostrare che in o4(C) non vale il risultato visto a lezione per tutte le altre algebre di
Lie classiche per cui per ogni radice α di livello positivo non massimo esiste un’altra
radice positiva β tale che α+ β e` ancora una radice.
(2) Descrivere esplicitamente la forma di Killing ristretta ad H in sln(C).
